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Wstep

W pracy przedstawiono metody wyznaczania planéw sekwencyjnych w przy-
padku estymacji parametru rzeczywistego na podstawie danych otrzymywanych w
chwilach losowych.

Praca sktada sie z 4 rozdziatow.

W rozdziale pierwszym zostal oméwiony i przedstawiony model, ktérym be-
dziemy postugiwaé¢ sie w dalszej czesci pracy. Zostaly zaprezentowane réwniez
definicje i fakty, ktore wykorzystywane beda w nastepnych rozdziatach.

W rozdziale drugim zostal przedstawiony problem wyznaczania optymalnego
planu sekwencyjnego dla pewnej klasy rozktadéw pochodzacych z wyktadniczej rodziny
rozktadow oraz dla kwadratowej funkcji straty z waga. Plany wyznaczyliémy w przy-

padkach, gdy
e rozktad chwil pojawiania sie danych jest znany,

e rozkltad chwil pojawiania sie danych jest rozkladem wykladniczym z niez-

nanym parametrem, o ktérym zakladamy, ze ma rozklad a priori gamma.

Problematyka zawarta w tym rozdziale rozpatrywana byta w pracy Magiery (1982).
W rozdziale trzecim oméwiliémy problem wyznaczenia optymalnego planu sek-
wencyjnego w przypadku estymacji sredniej rozktadu normalnego, gdy za funkcje
straty zwiazang z btedem estymacji przyjmujemy asymetryczna funkcje straty LINEX.
Ponownie wyznaczyliSmy dwie klasy optymalnych planéw sekwencyjnych dla znanego
i nieznanego rozktadu zmiennych, bedacych chwilami pojawiania si¢ danych.
W ostatnim rozdziale wyznaczyliSmy optymalne plany sekwencyjne w esty-

macji $redniej rozktadu normalnego przyjmujac ograniczona funkcje straty (,re-
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flected normal”). Przedstawione w tym rozdziale rezultaty uzyskane zostaly przy

wykorzystaniu tych samych metod co w rozdziale drugim i trzecim.



Rozdzial 1
Model oraz ogoélne zalozenia

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Przez (X, ) oznaczmy
przestrzen mierzalna, gdzie X C R, a B jest borelowskim o-ciatem podzbiorow X.
Rozwazmy niezalezne zmienne losowe X, Xs, ..., X, zdefiniowane na (Q,F, P) o
wartosciach w (X, B) o jednakowym rozktadzie Py € P = {F : € ©}. Zalézmy,
ze © jest przedzialem otwartym, a wszystkie rozktady Py € P = {Py : 0 € O}
sa absolutnie ciagle wzgledem o-skoniczonej miary okreslonej na (X, B) oraz, ze
FEp(X?) < oo dla kazdego 6 € ©. Zalozmy, ze zmienne losowe X; sa obserwowane
w chwiliach ¢;, gdzie t; = U, (i-ta statystyka pozycyjna), i = 1,2,...,n. Do-
datkowo zatézmy, ze Uy, Us,...,U, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozktadzie zadanym dystrybuanta G oraz, ze Uy, Us, ..., U, sa niezalezne
od Xy, X, ..., X,.

Rozpatrzmy problem sekwencyjnej estymacji bayesowskiej parametru 6, przy
zatozeniu, ze 6 ma rozktad a priori w, gdzie wszystkie parametry tego rozktadu sa

znane.

Niech
k(t) = Z Lo, (Us), (1.1)
i=1

oznacza liczbe obserwacji dostepng do chwili ¢ wlacznie oraz niech

E:U{k(8)78§t7X17X27”‘7X/€(t)}7 (12>
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oznacza informacje dostepna w chwili . Niech D bedzie klasa funkcji d, F; mierzal-
nych, ktorych wartosci, dla konkretnej realizacji bedziemy przyjmowac za oszacowa-
nie parametru 6.

Przy zalozeniu, ze obserwacje zatrzymamy w chwili ¢, catkowita strata jaka

poniesiemy bedzie okre$lona nastepujacym wzorem
Li(0,d) = L(0,d) + cak(t) + c(t), (1.3)

gdzie 0 jest prawdziwa wartoscig szacowanego parametru, a d estymatorem tegoz

parametru. Ponadto
1. L(0,d) jest strata zwiazana z bledem estymacji parametru 0,
2. c4 jest kosztem zwigzanym z otrzymaniem pojedynczej obserwacji,
3. ¢(t) jest kosztem zwiazanym z prowadzeniem obserwacji do chwili t.

Zalozmy, ze funkcja c(t) jest rozniczkowalna, wypukla oraz ¢(0) = 0.

Za czas zatrzymania, bedziemy uwaza¢ zmienng losowa 7, dla ktoérej praw-
dopodobienstwo Py(0 < 7 < oo) = 1 dla kazdej wartosci parametru § € © oraz
{r <t} € F dla kazdego t > 0. Par¢ 6 = (7,d(7)) nazywamy procedura sekwen-

cyjna, natomiast funkcje R(0,d), okreslona nastepujacym wzorem
R(0,0) = Eg[L.(0,d(T))], (1.4)

funkcja ryzyka procedury ¢.

Bedziemy rozwazaé¢ jedynie te procedury sekwencyjne o, dla ktérych funkcja
R(0,6) < oo dla kazdego 6 € ©.

Wprowadzmy zmienna losowa Y o warto$ciach § € ©. Niech M oznacza o-
cialo podzbioréw O, a 7 rozkltad a priori zmiennej losowej Y na przestrzeni mierzalnej
(0, M). Zakladamy, ze Y = . Ryzykiem bayesowskim procedury sekwencyjnej

d = (7,d(7)) wzgledem rozktadu a priori © nazywamy
r(r,8) = E7[R(0,8)] / R(6,8)d(6). (1.5)
©

Przez m bedziemy rozumie¢ zaréwno rozktad a priori parametru € jak i jego funkcje

gestosci prawdopodobienstwa.
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Jezeli dla rozktadu a priori 7, rozklad a posteriori m, = (7 | F;) wzgledem Fy
jest dobrze okreslony, to ryzyko a posteriori dla procedury sekwencyjnej § = (7, d(7))

ma postac

R(m,d(r))) = E™[L-(6,d(7))] = /@LT(&d(T))dﬂt(@ | z). (1.6)
W dalszej czesci pracy wyznaczymy bayesowska procedure estymacji parametru
0 przy powyzszych zalozeniach, tzn. pare 6* = (7%,d*(7*)), ktéra minimalizuje
ryzyko bayesowskie postaci (1.5) po wszystkich chwilach zatrzymania 7 i estyma-
torach d(), tzn.
r(m, o) = i%fr(w, J).

Wiadomo, ze rozwiazanie tego problemu sklada sie z dwoch etapow:

1. wyznaczenie estymatora bayesowskiego dla dowolnej chwili zatrzymania 7;

2. wyznaczenie optymalnej chwili zatrzymania 7*, ktora minimalizuje (po wszys-
tkich chwilach zatrzymania) warto$¢ oczekiwang catkowitej straty (ryzyko a
posteriori postaci (1.6) zwigzane z wyznaczonym w punkcie 1 estymatorem).

(Metody wyznaczania optymalnej chwili zatrzymania przedstawil Ross (1971)).

Niech h oznacza funkcje rzeczywista okreslona na zbiorze F,, = {0,1,...,n},

taka ze 0 < h(k) < oo dla kazdego k € F,, oraz niech
Ln(t) = Lyp(k(t),t) = h(k(t)) + c(?),

t > 0, oznacza strate zwiazang z zatrzymaniem obserwacji w chwili ¢. Bedziemy
rozpatrywaé jedynie te procedury sekwencyjne, ktore spelniaja tzw. przypadek
monotoniczny, ktory zaktada, ze jezeli £, pierwszy raz zacznie przyjmowac niesatys-
fakcjonujace nas wyniki to juz zawsze bedzie je przyjmowata. Jezeli L£,(t) spel-
nia przypadek monotoniczny, wtedy optymalna chwile zatrzymania tatwo uzyskac¢ z

tozsamosci Dynkina

E[Ly(T)] — h(k(0)) = E {/OT[Ath(k(t)) + c/(t)]dt} : (1.7)
gdzie Aih(k(t)) jest operatorem infinitezymalnym, tzn.

Ad(h() = Jim, SR OIS,

(1.8)
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ktora zachodzi dla chwil zatrzymania 7 wzgledem F;, takich ze E(7) < oo oraz
funkcji h nalezacych do dziedziny operatora infinitezymalnego (zobacz Dynkin (1965),
Aven, Jensen (1999) oraz Shapiro i Wardrop (1980)).

Problematyka ta zostata zapoczatkowana przez Starra iin. (1976), a nastepnie

rozwinieta i uogolniona przez Magiere (1982) i Jokiel-Rokite, Magiere (1999).



Rozdzial 2

Estymacja parametru 6 przy wazone]j

kwadratowej funkcji straty

W rozdziale tym zaktadamy, ze rozktady Py € P = {Py : § € O} naleza do
wyktadniczej rodziny rozktadow £(6, o), definiowanej nastepujaco:

Za £(0,a) bedziemy uwaza¢ rodzine rozkltadow Py € P = {F, : 0 € O},
dla ktorej gestos¢ prawdopodobienstwa wzgledem o-skoriczonej miary v wyraza sie
wzorem

ap,
dv

gdzie « jest stala dodatnia, s(z,«) funkcja nieujemna, mierzalna, niezalezna od

(x) = p(z; 0, ) = s(x, ) exp [awq (0) + zwy(0)], (2.1)

parametru 6 oraz wq(f) i wo(#) sa funkcjami okreslonymi na O, dwukrotnie ro-
sniczkowalnymi w zbiorze © z pierwszymi pochodnymi w)(6), wy(#) takimi, ze
/ . wi(0) : :
wy(0) > 01 w}—() jest Scisle malejaca na ©.
w,(6)

Fakt 2.1 Wartosé oczekiwana © wartancja zmiennych losowych X;, + = 1,2,...,n,

o rozktadzie zadanym przez (2.1) wyraza sie wzorem

Ey(Xi) = — Z;Egi (2.2)
B a d [wy(0)
Vo X) = v | d)) (23)
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Dowéod:
Podstawiajac we(6) := A otrzymujemy jednoparametrowa rodzine wyktadnicza rozktadow

w postaci kanonicznej o gestosci postaci
p(z;0, ) = s(x,a) exp [aw; (0) + 2wy (0)] = s(x, a) exp { Az — [—aw; (wy (N\)]},

gdzie T(X) = z, ®(\) = —aw;(w, ' ()\)), a nieznanym parametrem jest parametr \.
Korzystajac z twierdzenia o postaci wartosci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej
nalezacej do naturalnej rodziny wyktadniczej rozktadow (zobacz np. Magiera (2002),

Twierdzenie 2.16) mamy

Ea(X;) = 5003 = ~ow(uz ' (V) =~k
G _d w(wy' (W) a dw(f)
Vi) = G209 = 5 (o GEon) ~wm

Do rodziny (6, «) naleza miedzy innymi rozktad normalny N (af,«) dla 0 €
(—00, 00), rozktad gamma G(0~!, «), Poissona P(af) dla 6 € (0, 00).

2.1 Estymacja parametru § w przypadku, gdy dys-
trybuanta G' zmiennych losowych Uy, Us, ..., U,

jest znana

Problemy poruszane w tym podrozdziale zostaly rozwiazane i opisane w pracy
Magiery (1982).

Niech © bedzie otwartym przedziatem (a,b) € R. Chcemy znalezé optymalna
procedure sekwencyjna 6* = (7%, d*(7*)) dla § € © bazujaca na niezaleznych zmien-
nych losowych X, Xs, ..., X,, o rozktadzie Py € £(0, ) speliajacym nastepujace
postulaty:
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1. dla kazdego 0 € ©

g— 00, (2.4)
w,(6)
2. istnieje stata g > 0 taka, ze
1
/@exp [awy (0) + zwe(6)]dO = @Bz 0) (2.5)
zachodzi dla kazdego a > 1z € X takiego, ze s(z,a) > 0;
3. dla kazdego a > 8 oraz x € X poza x = inf X,
9131;r exp [awy (0) + zwy(0)] = 91111;_ exp [awy (0) + xwsy(0)] (2.6)
i
lim 0 exp [aw;(0) + zwq(0)] = lim O exp [aw;(6) + zwy(0)]. (2.7)

0—a™t 0—b—

Przyjmujemy, ze w(0) jest postaci

m(0) = aop(7; 0, a0 + B) = cs(y, ao + B) exp [(ao + B)wi(0) + yw2(0)], (2.8)

gdzie ag > 01 sa znanymi statymi, natomiast funkcja s przyjmuje jedynie wartosci

dodatnie. Zauwazmy, ze 7(6) jest gestoscia prawdopodobieristwa na ©, gdyz

/@w(&)dé’ = 1.

Na podstawie (2.5) mamy
[ 76300 = sty a0+ 5) [ explla-+ B)un(6) + (o)
e )
1
= 005l 00 + ) (a0 + B8 = B)s(v, a0 + B) -

Niech &y (o, v) oznacza rodzine rozktadéw prawdopodobienstwa na © z funkcja

gestosci postaci (2.8), wtedy otrzymujemy nastepujacy lemat.

Lemat 2.1 Niech Py € £(0, a) oraz niech zachodzi (2.5). Jezelim € Ey(ap, ), wtedy

k(t)
T € 50(a0+04k(75)77+ZXz‘)- (2.9)
i=1
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Dowéd:
Wiemy, ze
() = L1 2@ 0.) - 7(0)
t m (.CL') 9
gdzie

k(t)
m(zx) = / Hp(ac;@, A) - m(0)do
© =1
Ze wzorow (2.1) i (2.8) mamy

(0 = &P [(ap + B+ ak(t)wi (8) + (v + M) X )wy(6)] |
Jo exp (a0 + 5+ ak(t))wr (8) + (3 + X7 Xi)uwo(6)]d6

Wykorzystujac (2.5) otrzymujemy

k(%)
m(0) = [ao + ak(t)]s(y + > Xi,ap + 8+ ak(t)) exp | (ag + B + ak(t))w; ()

=1

k(t)
F O Xual6)|
i=1
co daje teze lematu.
OJ
Whniosek 2.1 Dla dowolnej chwili zatrzymania T
k(T)
7. € &g + ak(T), v+ Z X5). (2.10)
i=1
Whiosek wynika z Lematu 2.1 oraz mocnego prawa Markowa.
Na podstawie (2.4) i (2.6) otrzymujemy nastepujace zaleznosci
a/ 0wy () exp [ows (A) + zws(6)]do
© (2.11)

= m/@ wy(6) exp [aw; (0) + zwy(6)]d6
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oraz
/ 0(z — af)wy(0) exp [aw: (0) + zw,(0)]d6
©
= —/ exp [aw; (6) + zw,(0)]d6. (2.12)
©
Z (2.5), (2.11) oraz (2.12) mamy
— af)wy(6 o 0)df = - . 2.1
[ (e = a0 explows () + w0 = s (213)
Zalozmy, ze strata L(0,d) zwiazana z bledem estymacji parametru 6 jest
postaci

L(6,d) = w,y(0)(6 — d)?. (2.14)

Lemat 2.2 Niech Py € £(0, «) oraz niech zachodzq warunki (2.4), (2.5) oraz (2.6).
Wtedy dla funkcji straty okreslonej przez (2.14) i dowolnej chwili zatrzymania T

estymator bayesowski d* (1) parametru 0 wzgledem rozktadu a priori ™ ma postaé

k(7)
% ’y + Z’:l XZ
d == L , 2.15
(7) ag + 0+ ak(T) (2.15)
a ryzyko a posteriori jest postaci
~ 1
R(m,d(7)) = . (2.16)

ag + ak(t) + 5

Dowod:
Wiemy, ze estymator bayesowski parametru 6 przy kwadratowej funkcji straty z

waga wyznacza sie ze wzoru (zobacz np. Krzysko (1998), Twierdzenie 5.9).

() = o eklomat
f@ Wy (Q)Wtde
Oznaczmy przez

ap = ag + ak(t),

k(t)
=7+ Z Xi.
i=1
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Korzystajac z tego, ze m € Ey(ay, ) mamy

/ Buiy(0) oxp [(a + )i (6) + wa(0)]d0
d*(t) = *©

[ sty -+ Byun(6) + el

Nastepnie korzystajac ze wzoru (2.11) otrzymujemy postac (2.15) estymatora d*(7).
Wiemy, ze

R(m,d*(7)) = E™[L;(0,d*(7))] = E™[wy(0)(d*(7) — 0)*]

_ Tt 2,
N /@ (Oét +8 9) Wy (0)[oves(ye, e + B)] exp [(on + B)wi () + w2 (0)]d6

as(y, ap + )
(o + B)?

Na mocy (2.13) mamy

/@ (e — (e + B)8)wy(8) exp [(xe + B)ws (6) + uw(6)]d6.

~ . B OétS(’Yt,Oét +6)(O‘t +5) — 1
R ) = G5 BPstnact Blan — ar+ B

co koriczy dowod.
O

7 powyzszego lematu wynika, ze problem sprowadza sie wyznaczenia takiej
chwili zatrzymania 7, ktéra bedzie minimalizowata wartos¢ oczekiwana catkowitej

straty

1
ao—FOék’(T)‘Fﬁ

+ cak(T) +c(7)] , (2.17)

po wszystkich chwilach zatrzymania 7.

Niech G bedzie dystrybuanta niezaleznych zmiennych losowych Uy, U, ..., U,.
Zaktadamy, ze G(0) = 0, G(t) > 0 dla t > 0 oraz, ze G jest absolutnie ciagta oraz
posiada funkcje gestosci g, ktora jest prawostronnie rézniczkowalna na przedziale
(0,00). Klase takich dystrybuant oznaczmy przez G. Niech & = sup{t : G(t) < 1}

oraz niech p(z) = g(2)[1 — G(2)] 7}, 0 < z < £ oznacza funkcje intensywnosci awarii.
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Fakt 2.2 Niech G € G, £ = sup{t: G(t) < 1} oraz niech p(z) = g(2)[1 — G(z)]71,
0 < z < & oznacza funkcje intensywnoisci awarii. Wtedy k(t), 0 < t < &, jest
niestacjonarnym tancuchem Markowa ze wzgledu na Fy, 0 < t < &, z operatorem

mfinitezymalnym
Ai(h(k)) = (n = k)p(t)[h(k + 1) — h(k)], (2.18)
dla k € E, ={0,1,...,n} i wszystkich rzeczywistych funkcji h na E, .
Dowéd:
Stad, ze Vt > 0 oraz Vi € N mamy

LU, < t) = { 0 z prawdopodobienstwem 1 — G(t),

1 z prawdopodobienstwem G(t),
to zmienna losowa k(t) = >, 1(U; < t) ma rozktad Bernoulliego B(n, G(t)). Ve >

0 zmienna losowa k(t 4 €) ma rozktad Bernoulliego B(n, G(t + €)), tak wiec proces
k(t) jest niestacjonarny, gdyz jest ,czuly” na przesuniecie (k(t) ma inny rozktad niz
k(t+e)).

Aby udowodni¢, ze k(t) jest taiicuchem Markowa musimy pokazaé¢, ze dla VI oraz
51< 85 < ..., <s <toraz ki < ky <..., <k <n zachodzi

P(k?(t) =k | k‘(81> = k‘l,k(sl_l) = kl—l, ey k(Sl) = ]Cl) = P(k?(t) = ]C|]€<Sl) = k)l)
Korzystajac ze wzoru Bayesa oraz z postaci rozkladu tacznego (k(t), k(s1), ..., k(s)))
oraz (k(s1),...,k(s;)) mamy

P(k(t) =k | k(s) = ki, k(si21) = ki1, ..., k(s1) = kq)
Pk(t) = k. k(s) = ky, . k(s) = k) () (500) - G)
P(k(s1) =ki,...,k(s) = k) (:1) (]?2*_’211) . (Z:’Zl:ll)
GO [Gls) = Gl )] B2 G() — Gs)]" 1 - G
[G(s))Fr .. [G(s1) = Gsi—a) MR 1 = Gsy) "k
(Z)IG®) = Glsp)FH (1 = G+
[1—=G(s)"

(1) () (GG () — Gl h (L - GO
()Gl L= Gl
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_ Pk(t) =k k(s) =k) B .
= T PG = k) L) =k k) = k).

Tak wiec pokazaliSmy, ze proces k(t) jest niestacjonarnym lancuchem Markowa.

Wyprowadzimy teraz wzor na postaé operatora infinitezymalnego procesu k(t). W

tym celu ustalmy k € {0,1,...,n}. Jest oczywiste, ze
Eh(k(t+5)) — h(k) | k(t) = k] = 32y [h(0) — h(R)] P(k(t +s) =i | k(t) = k)

= [k +1) = h(k)] P(k(t +5) = k+ 1| k(t) = k)

+ 22 [R()) = R(R)] P(k(t + 5) =i | k(t) = k)

=[h(k+1)—h(k)](n—k)

Gt+s)—G@Et) [1-Gt+s)]"""
1—G(t) [ 1—G@)1

S [B() — h(k)) P((t + ) = i | k(t) = k)

gmw+w—h%ﬂm—@G@+$_G@{1_G@+Qr__

1-G{) 1-G{)

+2sup;c, | W) | P(k(t+5s) > k+2 | k(t) = k)

= [h(k+1) — h(k)] (n — k)

G(t + s) — G(t) [1 —G(t+ s)} kel
1—G() -G

+2sup;<,, | A(i) | {1 — {lzf—gg)ﬂ " [1 —(n— k>Git+s) - G(t)l } .

Latwo zauwazyé, ze

i Bkt + 5) — h(k) | K(t) = K]

s—0t S

= (n= k) [h(k +1) = h(k)] p(t),

co dowodzi teze lematu.
O
Problem sprowadzil sie zatem do znalezienia optymalnej chwili zatrzymania

pewnej funkcji niestacjonarnego tancucha Markowa. W naszym przypadku funkcja

ta jest

h(k(t)) = +eak(t)

o + Olk(t) + ﬁ
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Twierdzenie 2.1 Zatozmy, ze G € G oraz G ma nierosngcg funkcje intensywnosct

awarii p. Jesli m € E(ap, ), 0 < apg < oo, wtedy §* = (7%, d* (7)), gdzie

™ =inf{t >0 : [n—k(t)]p(t){a—ca{ao + B+ alk(t) + 1]} Hao + 6 + ak(t)]}
< ¢ (t){ag+ 5+ alk(t) + 1]}ao + 6+ ak(1)]}, (2.19)
a d*(1*) ma postaé (2.15) jest bayesowskim planem sekwencyjnym.

Dowaod:

Pokazemy, ze przy powyzszych zatozeniach
™ = {t >0: Ah[k(t)] + ¢ (t) > 0}

jest optymalng chwila zatrzymania, co przy operatorze infinitezymalnym postaci
(2.18) da nam teze twierdzenia. Korzystajac z tozsamosci Dynkina wiemy, ze dla

dowolnej chwili zatrzymania 7 zachodzi

E(h[k(T)] 4 ¢(1)) — h(0) = E { /0 T(Ath[k(t)] +c (t))dt} .

Przy zalozeniu, ze p(t) jest nierosnaca, operator infinitezymalny Aih(k(t)) = (n —
k(t)) [h(k(t) + 1) — h(k(t))] p(t) jest nierosnaca funkcja t. Zatem dla dowolnej chwili

zatrzymania 7 mamy
E(h[k(r)] + CT(*T*D — E(h[k(T)] + (7)) )
_ /{TW} {/ (Ah[k()] + c/(t))dt} dp — /{m*} {/ (Ah[k(t)] + c’(t))dt} dP <0,

co daje nam optymalno$é chwili zatrzymania 7*.
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2.2 Estymacja parametru § w przypadku, gdy dys-
trybuanta G zmiennych losowych Uy, Us, ..., U,

nie jest znana

Rozwazmy problem wyznaczenia optymalnej procedury sekwencyjnej 0* =
(7*,d*(7")), przy zalozeniu, ze Uy, Us,...,U, tworza ciag niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie zadanym dystrybuanta G pochodzaca z rozktadu
wyktadniczego zaleznego od nieznanego parametru w, gdzie W = w jest zmienng
losowa posiadajaca rozklad a priori gamma G(v,\). Dla w > 0 gesto$¢ zmiennej
losowej W ma postaé

C(w) = mw”’l exp(—Aw). (2.20)

Fakt 2.3 Rozktad a posteriori zmiennej losowe; W wzgledem F; jest rozktadem
gamma G(vy, Ny), gdzie

k(t)
v=v4k(t) i A=A+ _t;+[n— k)t (2.21)
j=1

Dowéd:

Niech g, i G, oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci i dystrybuante zmiennych
losowych Uy, Us, ..., U,, pod warunkiem, ze w jest znanym parametrem. Przy za-
lozeniu, ze U; ~ £(w) mamy

Guw(t) = wexp(—wt)1(g00)(t),

Gy(t) =1—exp(—wt), t>0.
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Zatem rozklad a posteriori m,(W | F;) zmiennej losowej W = w ma gestosé postaci
m(w| Fp) =m(w | ty,... t,, k(t) = k)

__ ngu(t)(n = Dgu(ta) ... (n =k + Dgu(ts)[1 = Gu(®)]"*((w)
Jo ngu(t)(n = D)gu(ta) ... (n =k + 1)gu(te)[1 = Gu(®)]"*¢(w)dw

w exp [—w (35t + (n — k)t)]w’ " exp (= Aw)

fooo w” exp [—W(ZL ti + (n — k)t)Jw—lexp (—\w)dw

_ w’ k" Lexp [—(Zf;l ti+ (n — k)t + Mw)
fooo wr k=1 exp [—(Zle ti + (n— k)t + Nw]

r k+v k
i tit(n—Fk)t+A e
= (Zj'OOO1wk+U<1 exp ()_w)d)w w +k—1 exp [_(Z tz + (n — k‘)t + )\)U)]
=1

_ (Ot —;EZ;S))t + At W’ exp [_(Z ti + (n — k)t + MNw).

Tak wiec rozktad a posteriori 7; jest rozktadem gamma z parametrami v, = v+ k(t)
1A =A+ Effl) ti + (n — k(t))t, co koriczy dowod.

Oznaczmy parametry rozktadu a priori (2.20) odpowiednio przez vy i Ag.

Fakt 2.4 Proces stochastyczny (v4, A¢), t > 0 o wartoSciach w zbiorze {1y, vy +
L,...,vp+n} x(0,00) jest stacjonarnym tancuchem Markowa ze wzgledu na F; oraz

jego operator infinitezymalny jest postaci
AH(w,\) = [H(v+1,)) — Hw, \)](m — v)vA™ + (m — v)Hy (1, \),  (2.22)

gdzie m = vy + n. Dziedzina operatora A zawiera wszystkie funkcje H, ktdre sq

rozniczkowalne w sposob cigglty wzgledem X\ dla kazdego v.

Dowéd:
Dowdd faktu, ktory mozna znalezé w pracy Stadje (1990) pomijamy.
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Niech strata zwiazana z obserwacja procesu (v, \¢), t > 0, do chwili ¢ bedzie postaci
L(t) = L(vg, Ay t) = h(w) + (), (2.23)

gdzie h(v) jest funkcja okreslona na {vo, vy + 1,...,v + n}, taka ze 0 < h(v) < oo
dla v > . Jezeli funkcja [h(v) — h(v 4+ 1)](m — v)v jest nierosnaca dla v =
vo, 9+ 1,..., 19 +n — 1, wtedy uzywajac tych samych metod co w Rozdziale 2.1

otrzymujemy, ze chwila zatrzymania
™ =inf{t > 0: Ah(y,) + ¢ (t) > 0}, (2.24)

jest optymalna. W szczegolnosci, dla

1
+ cak(t) = oot ol =0 1 3 +calvy — 1) (2.25)

M) = ok + 7

mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.2 Niech rozktad prawdobodobienistwa zmiennych losowych Uy, Us, . ..

U, spetnia warunki zapisane powyzej oraz niech vy < n. Wtedy §* = (7%, d*(1")),
gdzie
™ =1inf{t >0 : (m — v\ Ha —ca{a+ B+ alk(t) + 1]}a + 8 + ak(t)]}
< (W) {a+ B+ alkt) +1]}Ma + 8 + ak(t)]}, (2.26)

a estymator d*(7*) ma postac¢ (2.15), jest bayesowskim planem sekwencyjnym.

2.3 Przyktad

Niech X1, Xy, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi majacymi jednakowy

rozktad Poissona z parametrem af, wtedy

) e (—at) = £ expla(—0) + 21000

p(z;0,a) =

gdzie x € N. .
Niech a=1. Wtedy s(x,1) = i wy(0) = —0 oraz wy(A) = In(0). Widaé, ze funkcja

s(x, 1) jest funkcja nieujemna, mierzalng i niezalezna od parametru  oraz, ze funkcje
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wy(0) 1 wy(f) sa funkcjami dwukrotnie rézniczkowalnymi w zbiorze © = (0,00) z
wy (0)'
wa(0)

pierwszymi pochodnymi wy (0)', wy () takimi, ze wy(f) > 0 oraz

jest $cisle
malejaca funkcja 6.
Pokazemy, ze spelnione sa postulaty dotyczace rozkltadu Py € £(0, ). Mianowicie

om0y
w,(0)
2. skoro
1
/— exp[—0 + z1n(0)] = 1,
@Qj’!
to )
—0+zn@)] =2!= ——-—
/@exp[ +azn(f)] == e A0
czyli parametr § = 0,
3.
li — | =
Jim exp[—0 + zIn(f)] =0
oraz "
eh—>I£lo exp[—0 + zIn(0)] = Hh—goloexp(e) =0,
czyli
61ir(r)1+ exp [—0 + z1n(0)] = elim exp [—0 + x In(0)],
4.
lim ¢ —0+x1In(f)] = U —0 1)In(8)] =
Jim exp|—0 + 2 In(0)] Gl)rél+exp[ +(z+1)In(0)] =0
oraz
0:6—}—1
QILIEOH exp[—0 + zIn(0)] = Hll%oexp(e) =0,
czyli

lim fexp[—0+ z1n(d)] = lim fexp [—0 + = In(6)].

0—0+ 0—o00

Za rozklad a priori m parametru 6 przyjmujemy rozktad, ktérego funkcja gestosci

prawdopodobienistwa wyraza sie wzorem aop(7y, 0, ag + (), gdzie v = 4, ag = 2 oraz
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B8 = 0. Tak wiec, funkcja gestosci prawdopodobienstwa dla rozktadu a priori m
parametru # ma postac

v+1 4
aogp(7, 0,00 + ) = a?Y' explag(—0) +vIn(8)] = 3 exp|—260 + 41n(6)].

Na podstawie Lematu 2.2 wyznaczamy postac estymatora d*(7) okreslonego wzorem

(2.15) i ryzyka a posteriori R(m,d*(7))) okreslonego wzorem (2.16), mianowicie

1+ X

0 e Sy

1

R(r,d*(r))) = TR

Czyli musimy wyznaczy¢ takg optymalng chwile zatrzymania 7%, ktora bedzie mini-
malizowala warto$¢ oczekiwang catkowitej straty

1
E m+c,4k:(7)+c(7') ,

1 t?
— ac(t)=—.
100 2
1. Zaktadamy, ze dystrybuanta G zmiennych losowych Uy, Us, ..., U, jest znana i

po wszystkich chwilach zatrzymania 7, przy zatozeniu, ze c4 =

pochodzi z rozktadu wyktadniczego z parametrem A = 1. Wtedy optymalna chwila

zatrzymania 7% wyznaczona na podstawie Twierdzenia 2.1 ma postac

T*:inf{tEO:[n—kz(t)] 1—%0(3%( )2 + k(1) gt(3+k:(t))(2+k:(t))}.

2. Zakladamy, ze dystrybuanta G zmiennych losowych Uy, Us,, ..., U, jest zadana
rozktadem wyktadniczym z nieznanym parametrem A = w, gdzie zmienna losowa
W = w ma rozktad a priori gamma G(2,3). Wtedy optymalna chwila zatrzymania

7" wyznaczona na podstawie Twierdzenia 2.2 ma postac

2+ k(1) )
3+ 350 U+ In— k()] { Too B A2+ k()

13+ k()2 + k;(t))}.

T :inf{tZO 2 [0 — k(1))



Rozdzial 3

Estymacja sredniej z rozkladu

normalnego przy funkcji straty
LINEX

3.1 Estymacja $redniej z rozkladu normalnego
w przypadku, gdy dystrybuanta G zmiennych

losowych Uy, U,,...,U, jest znana

Niech X7, Xs,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie normalnym o nieznanej éredniej @ i znanej wariancji 2. Zmienna losowa
0 posiada rozklad a priori w, bedacy rozkladem normalnym o znanej $redniej p i
znanej wariancji n°.

Za funkcje straty zwiazana z bledem estymacji nieznanego parametru 6 przy-

jmiemy funkcje straty LINEX, wyrazajaca sie wzorem
L(0,d) = b{exp[a(f — d)] — a(0 — d) — 1}, (3.1)

gdzie a # 0, a b > 0. Funkcja straty LINEX jest asymetryczna funkcja réznicy 6 —d.
Rysunek 3.1 przedstawia wykresy funkcji LINEX dla réznych wartosci parametru a i
dlab = 1. W dalszej czesci tego rozdziatu bez straty ogblnosci bedziemy przyjmowac,
ze b=1.

24
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Rysunek 3.1: Wykres funkcji straty LINEX

Oznaczmy

k(1)
i=> X . (3.2)
i=1

Lemat 3.1 Dla dowolnej chwili zatrzymania T, bayesowski estymator d* (1) parametru
0 ze wzgledu na rozktad a priori m pod warunkiem F, jest postact

1
(0°u+ 1’ + sad®y?), (3.3)

0= v ;

a jego ryzyko a posteriori wynosi

E[L(O,d" (1)) | F.] = L2 Ui (3.4)
@AT o 2@ n?k(t) + o2 ‘
Dowaod:

Niech ¢ bedzie ustalona chwilg zatrzymania obserwacji. Woéwczas rozktad a poste-

riori 7; parametru 6 przy danym F; jest rozktadem normalnym N (py, n?), gdzie

02 772

= Y,
e n?k(t) + o2t - 2k(t) + 02"

0.27]2

=
Eon2k(t) + 02

Posta¢ estymatora d*(7) otrzymamy z formuly Zellnera. Mianowicie

d*(t) = —1In {E’” [exp(ae)]} = éln { /@ exp (ab) \/217r_n§eXp (_ % ) de}
In { \/;T_n? /@ exp <_ (0 — (ue+ ang));n?_ ot — 2utcm?) }

1 1
In { exp (5a%;) + am} = S0} + th-

QI Q= Q|
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Ryzyko a posteriori wynosi

E[L(0,d"(1)) | F1] = E™{exp[a(0 — d*(1))] — a(f — d*(t)) — 1}
= exp(—ad*(t))E™ (exp (ah)) — aE™(0) + ad*(t) — 1
1 1 1
= exp (—ap = San;) exp (ap + San;) — ap + ap + San — 1
Ly n 1, a’n’
o= n?k(t) + 0%
0J

2
Oznaczmy przez € = 0—2. Z powyzszego lematu wynika, ze problem sprowadza

sie do wyznaczenia takiej chwili zatrzymania 7%, ktéra bedzie minimalizowata wartosé

oczekiwang catkowitej straty

1, o

—a*—— + cAk(T) + (1) ], 3.5

50 T+ eAk(r) () (35)

po wszystkich chwilach zatrzymania 7.

E

Ponownie niech G bedzie dystrybuanta niezaleznych zmiennych losowych Uy,
Us,...,U,. Zakladamy, ze G(0) = 0, G(t) > 0 dla t > 0 oraz, ze G jest absolutnie
ciagta oraz posiada funkcje gestosci g, ktora jest prawostronnie rézniczkowalna na
przedziale (0,00). Klase takich dystrybuant bedziemy oznaczaé¢ przez G. Niech
¢ = sup{t : G(t) < 1} oraz niech p(z) = g(2)[1 — G(2)]7}, 0 < z < £ oznacza funkcje
intensywnosci awarii.

Analogicznie do Rozdziatu 2 stwierdzamy, ze k(t) jest niestacjonarnym taricu-

chem Markowa ze wzgledu na F; z operatorem infinitezymalnym postaci (2.18).

Twierdzenie 3.1 Zalozmy, ze G € G ma nierosnqgcq funkcje intensywnosSci awarii
p(t). Wtedy 6*(t*,d*(1*)), gdzie
a*o

7" = inf {t D [n—k()]p(t) {2[(k(t) D dk@ 1d CA} < c/(t)}, (3.6)

a estymator d*(7*) ma postac (3.3), jest bayesowskim planem sekwencyjnym.

2 .2

Dowéod:
Dowod twierdzenia, ktory mozna przeprowadzi¢ w sposob analogiczny do dowodu

Twierdzeniu 2.1 pomijamy.
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LINEX 27

3.2 Estymacja $redniej z rozkladu normalnego
w przypadku, gdy dystrybuanta G zmiennych

losowych Uy, U,,...,U, nie jest znana

Twierdzenie 3.2 Niech rozktad prawdobodobienstwa zmiennych losowych Uy, Us,
..., Uy spetnia warunki zapisane w Podrozdziale 2.2 oraz niech v < n. Wtedy 0* =
(7*,d*(1%)), gdzie

a’o?

" = inf{t D — k()] {2[(k(t) RO T CA} < c/(t)}, (3.7)

a estymator d*(7*) ma postac (3.3) jest bayesowskim planem sekwencyjnym.

Dowéd:
Dowod twierdzenia, ktory mozna przeprowadzi¢ w sposéb analogiczny do dowodu

Twierdzeniu 2.2 pomijamy.

3.3 Przyklad

Bedziemy zaklada¢, ze Xi, Xs,..., X,, maja jednakowy rozktad normalny o niez-
nanej sredniej ¢ i znanej wariancji 1 oraz, ze zmienna losowa ¢ ma rozktad normalny
o Sredniej 0 i wariancji 1.

Za funkcje straty zwigzang z bledem estymacji parametru 6 przyjmiemy funkcje
straty LINEX z parametrami a = 2 i b = 1. Rysunek 3.2 przedstawia wykres tej

funkcji jako funkcji réznicy 6 — d.

Rysunek 3.2: Wykres funkcji straty LINEX dlaa=21b=1
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Na podstawie Lematu 3.1 wyznaczamy postaé estymatora bayesowskiego d*(7)

oraz jego ryzyko a posteriori E[L(6,d*(7)/F;)], mianowicie

0 (r) = ST X+ 1
k() +1

oraz

E[L(O,d"()/F)] = OEaE

Czyli musimy wyznaczy¢ taka optymalng chwile zatrzymania 7%, ktora bedzie mini-
malizowala warto$¢ oczekiwang catkowitej straty

2
E W—FcAk(T)—l—c(T) :

1 t?
po wszystkich chwilach zatrzymania 7. W naszym przypadku c4 = Tog’ c(t) = 3
1. Zaktadamy, ze dystrybuanta G zmiennych losowych Uy, U,, ..., U, jest znana i
pochodzi z rozktadu wykladniczego z parametrem A = 1. Wtedy optymalna chwila

zatrzymania 7% wyznaczona na podstawie Twierdzenia 3.1 ma postaé

e ) S
k() +2)(k()+1) 100f ~

2. Zaktadamy, ze dystrybuanta G zmiennych losowych Ui, Us, ..., U, jest zadana

R

rozkltadem wyktadniczym z nieznanym parametrem A = w, gdzie zmienna losowa
W = w ma rozktad a priori gamma G(2,3). Wtedy optymalna chwila zatrzymania

T* wyznaczona na podstawie Twierdzenia 3.2 ma postac

[n—k()][2 + k(t)] 2 B _] <y
34+ 50 U + [n— k(0)]t LE() +2)(k(t) + 1) 100] = |

T*:inf{tZO:



Rozdzial 4

Estymacja $redniej z rozkladu
normalnego przy funkcji straty

,reflected normal”

Niech X, Xs,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie normalnym o nieznanej redniej @ i znanej wariancji 2. Zmienna losowa
0 posiada rozklad a priori w, bedacy rozktadem normalnym o znanej $redniej p i
znanej wariancji n°.

Analogicznie do Rozdzialu 2 sformuujemy twierdzenia o postaci planu sek-
wencyjnego. Tym razem za funkcje straty zwiazang z btedem estymacji nieznanego
parametru 6 przyjmiemy funkcje straty ,reflected normal”, wyrazajaca sie wzorem

L(9,d) :K{l—exp {Jd_eq}, (4.1)

22

gdzie v > 01 K > 0. Wspélezynnik K nazywany jest parametrem maksymalne;j
straty. Rysunek 4.1 przedstawia wykres funkcji straty ,reflected normal” jako funkcji

roznicy 6 — d dla przyktadowych wartosci parametrow v i K.

29
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Rysunek 4.1: Wykres funkcji straty ,reflected normal”

Lemat 4.1 Dla dowolnej chwili zatrzymania T, bayesowski estymator d*(7) parametru

0 ze wzgledu na rozktad a priori m pod warunkiem F, jest postaci

o2 o
d* = Eﬂ-t 0 = Uy = YT? 4.2
(7) (6) = n n2k(T) + g2H T n2k(T) + o? (4.2)

gdzie Y, jest postaci (3.2), a jego ryzyko a posteriori wynosi

E[L(O,d*(7)) | F] = K |1 J . (4.3)

n202 2
Rnntror T

Dowod:
Niech ¢ bedzie ustalona chwilg zatrzymania. Woéwczas rozkltad a posteriori 7m; parametru

0 przy danym F; jest rozkladem normalnym N (s, n?), gdzie

2 n2

Y,
n?k(t) + =l * n2k(t) + o2

Mt =

i W o 7
n?k(t) + o
Musimy najpierw wyznaczy¢ postaé ryzyka a posteriori dla dowolnego estymatora
d, wtedy estymatorem optymalnym d* bedzie ten estymator d, ktéry minimalizuje
to ryzyko. Mianowicie

E™L(0,d) = K — E™ [exp (— (92_75)2)}

1 e —d)? _ 2
=K — / exp (—(9 d) > exp (_(9 /;t) > do
\ 27Tnt () 2'72 27715
1 o0 2,2 2 2 2,2 2.2 2 2 2
=K—-— / exp _ 07— 20dm; + d7n + 0y Oy +Mt7)d9
27”775 00

( 2%
1 o0 92 2 2 —20(d 2 2 d2 2 2.2
K / eXp(_ (i +7°) (mjém)Jr mﬂw)d@
V21 J oo 2%,
(d—Mt)2
= K —yV/ni +7%exp (—— :
' 2(n7 +2)



Rozdziat 4. Estymacja $redniej z rozktadu normalnego przy funkcji straty
,reflected normal” 31

Latwo zauwazy¢, ze powyzsze wyrazenie jest minimalizowane dla d = u;, co potwierdza

teze lematu dotyczaca postaci estymatora d*. Ryzyko a posteriori wynosi

BIL(@,d(1)) | Fi] = KE™ {1 — exp (‘M)}

2

>~ (Ht - 9>2> 1 ( (0 - Ht)2> }
= K{1— — ———|df
1 > 07 (0 — p1)” + 720 — )’
=K<1-— / exp (— ! do
{ V21 s 2072

K
S
Y Forrer T
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Twierdzenie 4.1 Zatozmy, ze G € G ma nierosngcq funkcje intensywnosci awarii
p(t). Wtedy 6*(m*,d*(1*)), gdzie

f = f{t >0 ! 1 < c(t) }
T =11 = U — — CA S s
Ve + Eqp(t)in — k(t)]

)+1)+o? n%k(t)+o2

a estymator d*(17*) ma postac (4.2), jest bayesowskim planem sekwencyjnym.

Dowéod:
Dowod twierdzenia, ktory mozna przeprowadzi¢ w sposob analogiczny do dowodu

Twierdzeniu 2.1 pomijamy.
O
Twierdzenie 4.2 Niech rozktad prawdobodobieristwa zmiennych losowych Uy, Us,

..., Up spetnia warunki zapisane w Podrozdziale 2.2 oraz niech v < n. Wtedy 0* =
(7*,d*(7%)), gdzie

T*:inf{tZO: L — ! —cyu < ¢ (D) }

242 2,2 A ST — k(i
\/772(k(7t7)w+72 \/Wva? oz (t)]
a estymator d*(7*) ma postac¢ (4.2), jest bayesowskim planem sekwencyjnym.

Dowéod:
Dowo6d twierdzenia, ktéory mozna przeprowadzi¢ w sposob analogiczny do dowodu

Twierdzeniu 2.2 pomijamy.

4.1 Przyklad

Bedziemy zaktadaé¢, ze Xy, Xo,...,X,, maja jednakowy rozktad normalny o niez-
nanej sredniej ¢ i znanej wariancji 1 oraz, ze zmienna losowa # ma rozklad normalny
o Sredniej 0 i wariancji 1.

Za funkcje straty zwiazang z bledem estymacji parametru 6 przyjmiemy symetryczng
funkcje straty ,reflected normal” z parametrami K = 2 iy = 1. Rysunek 4.2 przed-

stawia wykres tej funkcji jako funkeji roéznicy 6 — d.
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Rysunek 4.2: Wykres funkcji straty ,reflected normal” dla K =2iy =1

Na podstawie Lematu 4.1 wyznaczamy postaé estymatora bayesowskiego d*(7)

oraz jego ryzyko a posteriori E[L(6,d*(7) | F;)], mianowicie

S

T =

oraz

BILO,d"(7) | F)] = 2 <1 _ %) .

Czyli musimy wyznaczy¢ taka optymalng chwile zatrzymania 7%, ktéra bedzie mini-

malizowala warto$é oczekiwang catkowitej straty

k(7)
E2|1———— k
( k(7_>+1) + cak(T) +c(7) |,
: : : 1 t2
po wszystkich chwilach zatrzymania 7. W naszym przypadku cy = 100’ ac(t) = 7

1. Zaktadamy, ze dystrybuanta G zmiennych losowych Uy, U,, ..., U, jest znana i
pochodzi z rozktadu wyktadniczego z parametrem A = 1. Wtedy optymalna chwila

zatrzymania 7° wyznaczona na podstawie Twierdzenia 4.1 ma postac

k() +2  Jk(r)+1 1 1
k(r)+3 k(r)+2 100| —2(°

2. Zakladamy, ze dystrybuanta G zmiennych losowych Uy, Us,, ..., U, jest zadana

= inf{t >0:[n— k(t)]

rozktadem wyktadniczym z nieznanym parametrem A = w, gdzie zmienna losowa
W = w ma rozktad a priori gamma G(2,3). Wtedy optymalna chwila zatrzymania

7" wyznaczona na podstawie Twierdzenia 4.2 ma postac

* —in o = k@24 ()] Ki2 kel 1]t
T f{t20‘3+z§“m+[n—k(tﬂt [\/k(7)+3 \/k(r)+2 100] Sg}'
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